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LỜI MỞ ĐẦU

Đối với đa thức một biến trên trường K, bài toán tìm nghiệm là

bài toán cơ bản. Trong khi đó đa thức nhiều biến nhìn chung có vô số

nghiệm và việc nghiên cứu một nghiệm riêng lẻ là không khả thi. Thay

vào đó, người ta nghiên cứu tập các nghiệm của một đa thức hay một

họ đa thức. Cho K là một trường, cho S là một tập con của vành đa

thức n biến với hệ số trên K. Tập nghiệm của S được gọi là một tập

đại số và được kí hiệu là Z(S).

Mục đích của luận văn là trình bày lại một số vấn đề cơ bản về tập

đại số trong Kn (tức là tập nghiệm của một họ đa thức n biến trên

một trường K). Luận văn thuộc lĩnh vực Hình học đại số, ở đó người

ta dùng công cụ của Đại số (vành đa thức, iđêan, iđêan nguyên tố, ...)

để nghiên cứu các vật Hình học (tập đại số, tập đại số bất khả quy, ...).

Luận văn gồm hai chương. Chương 1 trình bày khái niệm và ví dụ tập

đại số, đồng thời nêu lại chứng minh Định lí cơ sở Hilbert về tính hữu

hạn sinh của các iđêan trong vành đa thức. Định lí cơ sở Hilbert cho

phép ta quy mỗi tập đại số về tập nghiệm của một họ gồm hữu hạn đa

thức.

Chương 2 trình bày lại Định lý không điểm Hilbert. Định lí này phát

biểu rằng tập nghiệm của một iđêan thực sự trong vành đa thức trên

một trường đóng đại số bao giờ cùng là tập khác rỗng. Định lý không

điểm Hilbert là sự tổng quát của Định lý cơ bản của Đại số. Nhờ Định

lí này, chúng ta thiết lập được một quan hệ song ánh giữa các tập đại

số trong Kn và các iđêan căn trong vành đa thức n biến trên K, khi K

là đóng đại số. Phần tiếp theo của Chương 2 dành để tập trung nghiên
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cứu tập đại số bất khả quy (tức là tập đại số khác rỗng và không là

hợp của hai tập đại số bé hơn) và Định lí phân tích duy nhất tập đại số

thành hợp của hữu hạn tập đại số bất khả quy. Sử dụng Định lí cơ sở

Hilbert, chúng ta có thể chỉ ra mối quan hệ song ánh giữa các tập đại

số bất khả quy trong Kn và các iđêan nguyên tố trong vành đa thức n

biến trên trường đóng đại số K.

Hai tiết cuối Chương 2 trình bày những ứng dụng xét tính bất khả

quy của đa thức nhiều biến và tính nguyên tố của iđêan trong vành đa

thức nhiều biến (xem Định lí 2.4.5, Định lí 2.5.1). Kết quả trong hai tiết

này là những đóng góp mới của luận văn.

Tài liệu tham khảo chính của luận văn là cuốn sách [2]. Riêng phần

Định lí không điểm của Hilbert, chúng tôi chủ yếu dựa vào cuốn sách [4].

Thái Nguyên, ngày 04 tháng 10 năm 2018

Tác giả

Nguyễn Thị Đài Trang
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Chương 1

Tập nghiệm của họ đa thức

Trong suốt chương này luôn giả thiết V là một vành giao hoán. Ký

hiệu V [x1, . . . , xn] là tập các đa thức n biến x1, . . . , xn với hệ số trong

V . Chú ý rằng vành V [x1, . . . , xn] là một vành giao hoán với phép cộng

và nhân đa thức, với phần tử đơn vị là đa thức 1 và phần tử không là

đa thức 0. Cho V1 là một vành giao hoán chứa V . Cho K là một trường.

Các tài liệu tham khảo chính của Chương 1 là [1] và [2].

1.1 Tập đại số

Trong tiết này chúng tôi tập trung giới thiệu khái niệm tập đại số,

đồng thời đưa ra một số ví dụ về tập đại số.

Định nghĩa 1.1.1. Một bộ n phần tử (α1, . . . , αn) ∈ V n
1 được gọi là một

nghiệm của đa thức f(x1, . . . , xn) ∈ V [x1, . . . , xn] nếu f(α1, . . . , αn) = 0.

Khi đó ta cũng nói (α1, . . . , αn) là một nghiệm của phương trình đa thức

f(x1, . . . , xn) = 0.

Định nghĩa 1.1.2. Cho đa thức f(x1, . . . , xn) ∈ V [x1, . . . , xn]. Khi đó

ta có ánh xạ f : V n → V cho ứng mỗi phần tử (a1, . . . , an) ∈ V n với

phần tử f(a1, . . . , an) ∈ V. Ta gọi f là hàm đa thức n biến trên V tương

ứng với đa thức f(x1, . . . , xn).

Kết quả quan trọng sau đây cho phép ta có thể đồng nhất mỗi đa

thức với một hàm đa thức, dưới giả thiết V là một miền nguyên vô hạn.
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Nhắc lại rằng vành giao hoán V được gọi là một miền nguyên nếu V

khác vành 0 và nếu a, b ∈ V là hai phần tử khác 0, thì ab 6= 0.

Định lý 1.1.3. Nếu V là miền nguyên vô hạn thì ánh xạ ϕ cho tương

ứng mỗi đa thức f(x1, . . . , xn) ∈ V [x1, . . . , xn] với hàm đa thức f là một

song ánh từ tập các đa thức V [x1, . . . , xn] đến tập các hàm đa thức n

biến trên V. Đặc biệt, đa thức f(x1, . . . , xn) là đa thức 0 khi và chỉ khi

hàm đa thức f là hàm không.

Chứng minh. Nếu f(x1, . . . , xn) là đa thức 0 thì rõ ràng hàm đa thức

tương ứng là hàm 0. Ta chứng minh chiều ngược lại bằng quy nạp

theo n. Giả thiết rằng f là hàm 0, tức là f(a1, . . . , an) = 0 với mọi

(a1, . . . , an) ∈ V n. Cho n = 1. Khi đó f(a1) = 0 với mọi a1 ∈ V . Do đó

đa thức một biến f(x1) nhận mọi phần tử của V làm nghiệm. Vì V là

vô hạn nên f(x1) có vô hạn nghiệm. Suy ra f(x1) = 0. Cho n > 1 và giả

thiết kết quả đúng cho trường hợp n− 1 biến. Biểu diễn

f(x1, . . . , xn) =
k∑
i=0

fi(x1, . . . , xn−1)x
i
n,

trong đó fi(x1, . . . , xn−1) ∈ V [x1, . . . , xn−1] với mọi i ∈ {0, 1, . . . , k}. Với
mỗi phần tử a = (a1, . . . , an−1) ∈ V n−1, đặt ga(xn) = f(a1, . . . , an−1, xn).

Khi đó

ga(xn) =
k∑
i=0

fi(a1, . . . , an−1)x
i
n ∈ V [xn].

Theo giả thiết, ga(xn) là đa thức một biến nhận mọi phần tử của V

làm nghiệm. Do V là miền nguyên vô hạn nên ta có ga(xn) là đa

thức 0. Vì thế fi(a1, . . . , an−1) = 0 với mọi i ∈ {1, . . . , k}. Như vậy,

đa thức fi(x1, . . . , xn−1) ∈ V [x1, . . . , xn−1] nhận mọi phần tử của V n−1

làm nghiệm. Theo giả thiết quy nạp, fi(x1, . . . , xn−1) là đa thức 0 với

mọi i ∈ {0, . . . , k}. Do đó f(x1, . . . , xn) là đa thức 0.

Cuối cùng ta chứng minh ánh xạ ϕ cho tương ứng đa thức f(x1, . . . , xn)

với hàm đa thức f là song ánh từ V [x1, . . . , xn] đến tập các hàm đa thức

từ V n đến V . Rõ ràng ϕ là toàn ánh. Nếu hai đa thức f(x1, . . . , xn) và

g(x1, . . . , xn) cho hai hàm đa thức bằng nhau thì đa thức

f(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . , xn)
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cho hàm đa thức 0. Theo kết quả trên, f(x1, . . . , xn) − g(x1, . . . , xn) là

đa thức 0, tức là f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn). Vì thế ϕ là đơn ánh.

Chú ý rằng nếu V có hữu hạn phần tử thì ánh xạ trong Định lý 1.1.3

nói chung không là song ánh. Thật vậy, nếu V = {a1, . . . , ar} thì với

mỗi số tự nhiên n, ta có đa thức n biến khác 0

f(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

(xi − a1) . . . (xi − ar),

nhưng hàm đa thức tương ứng với nó lại là hàm 0.

Chú ý 1.1.4. Đối với đa thức một biến trên trường K, bài toán tìm

nghiệm là bài toán cơ bản. Chú ý rằng mỗi đa thức khác không trong

K[x] chỉ có hữu hạn nghiệm (số nghiệm không vượt quá bậc của nó).

Trong khi đó đa thức nhiều biến nhìn chung có vô số nghiệm và việc

nghiên cứu một nghiệm riêng lẻ là không khả thi. Thay vào đó, người ta

nghiên cứu tập các nghiệm của một đa thức hay một họ đa thức. Những

tập nghiệm như vậy gọi là tập đại số. Ký hiệu

Kn = {(a1, . . . , an) | ai ∈ K, i = 1, . . . , n}.

Ta gọi Kn là không gian affin n chiều. Đặc biệt K = K1 được gọi là

đường thẳng affin, K2 được gọi là mặt phẳng affin. Với mỗi tập con S

của K[x1, . . . , xn], ký hiệu

Z(S) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn | f(a1, . . . , an) = 0, ∀f ∈ S}.

Tập Z(S) được gọi là tập nghiệm của S (hay tập các không điểm chung

của S).

Định nghĩa 1.1.5. Một tập con X của Kn được gọi là tập đại số (hay

đa tạp affin) nếu tồn tại S ⊆ K[x1, . . . , xn] sao cho X = Z(S). Khi đó

ta nói X là tập đại số định nghĩa bởi S.

Cho X = Z(S) là một tập đại số trong Kn. Nếu S = {f} thì ta viết

X = Z(f). Nếu f khác hằng thì Z(f) được gọi là một siêu mặt trong

Kn. Nếu S = {f1, . . . , fk} là tập hữu hạn thì ta viết X = Z(f1, . . . , fk).

Chú ý rằng mỗi tập đại số (khác ∅ và khác Kn) đều là giao của một họ

siêu mặt, vì ta có X = Z(S) =
⋂
f∈S

Z(f).
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Ví dụ 1.1.6. (i) Tập X = {(0, 0)} ⊆ R2 là tập đại số. Vì nó là tập

nghiệm của họ gồm hai đa thức {x1, x2} ⊆ K[x1, x2].

(ii) Tập X = {tm, tn) | t ∈ R} với m,n là hai số nguyên tố cùng nhau

là tập đại số. (Chúng ta có thể xem Hệ quả 2.4.7 ở Chương 2, ở đó có

chứng minh chi tiết X là tập đại số).

Ví dụ 1.1.7. (i) Trong mặt phẳng affin Rn, tập đại số Z(x2 +y2−4) là

đường tròn bán kính bằng 2 và tâm là gốc tọa độ. Trong hình học giải

tích, các đường tròn, đường elip, parabol, hypebol đều là các tập đại số.

(ii) Trong không gian affin 3-chiều R3, tập đại số Z(z− x2− y2) là mặt

paraboloid tròn xoay, thu được bằng cách quay parabol z = x2 quanh

truc z. Các mặt bậc hai ellipsoid, hyperboloid cũng là các tập đại số.

Ví dụ 1.1.8. Cho X = {(a, a) ∈ R2 | a 6= 1}. Khi đó X không là

tập đại số trong R2. Thật vậy, giả sử X là tập đại số. Khi đó tồn tại

tập con S của vành đa thức hai biến R[x, y] sao cho X = Z(S). Lấy

f(x, y) ∈ S tùy ý. Đặt g(t) = f(t, t) và xét g(t) như đa thức một biến

t với hệ số thực. Vì f(x, y) ∈ S nên f(x, y) triệt tiêu trên X. Do đó ta

có f(a, a) = 0 với mọi a ∈ R và a 6= 1. Suy ra g(a) = 0 với mọi a ∈ R
và a 6= 1. Do R là trường (và do đó nó là miền nguyên) có vô hạn phần

tử, nên g(t) là đa thức một biến nhận vô hạn nghiệm. Do đó g(t) là đa

thức 0. Do đó g(1) = 0. Suy ra f(1, 1) = 0. Như vậy, (1, 1) là nghiệm

của mọi đa thức trong S. Do đó (1, 1) ∈ Z(S). Suy ra (1, 1) ∈ X. Điều

này là vô lí. Vậy, X không là tập đại số.

Bằng các lập luận tương tự như trong Ví dụ 1.1.8, ta có các ví dụ sau

đây về các tập con của Rn không là tập đại số.

Ví dụ 1.1.9. Các tập hợp sau đây không là tập đại số trong Rn.

(i) X = {(a, a) ∈ R2 | a 6= r}, trong đó n = 2 và r là một số thực tùy

ý cho trước.

(ii) Y = {(a, sa) ∈ R2 | a 6= r}, trong đó n = 2 và r, s là các số thực

tùy ý cho trước.

(iii) Z = {(s1a, s2a, . . . , sna) ∈ Rn | a 6= r}, trong đó r, s1, . . . , sn là

các số thực tùy ý cho trước với ít nhất một chỉ số i sao cho si 6= 0.


